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热局部非平衡流体多孔弹性半平面问题的非线性研究
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摘!要! 在几何非线性和热局部非平衡条件下!对不可压流体饱和多孔热弹性半平面在表面温度载荷

作用下的热动力学特性进行研究# 首先基于多孔介质混合物理论给出了问题的动力学数学模型# 然后

提出了一种综合的数值计算方法来求解问题!该方法通过微分求积法和二阶后向差分格式在空间域和

时间域离散数学模型!利用 E’[JK(5C#=&AK( 法求解非线性代数方程组!从而可得到问题的数值结果# 研

究表明!求解方法是有效可靠的!且具有计算量小"精度高等优点# 最后!研究了流体饱和多孔热弹性半

平面在表面温度载荷下的热力学特性!考察了材料参数和几何非线性对半平面动力学行为的影响#

关键词! 多孔介质混合物理论&71)’%流体饱和多孔热弹性半平面%几何非线性%热局部非平衡%微分求

积法&2\1’%热动力学特性
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83引言

饱和多孔介质热5流5固耦合问题不仅在传统
的土力学%水文学等经典领域得到广泛应用#而且
也广泛应用于核废料污染物处置%地热资源%热能
贮存%人体关节软骨组织分析等工程领域) 因此#
研究饱和多孔介质的热力学性能的理论%数值方
法及其应用有着重要的意义和广泛的背景) 早在
*8BB 年#6:KJ* *+建立了有关饱和多孔介质的热弹
性理论#已在众多工程领域成功地取得了许多研
究成果 * >d++ ) 在连续介质混和物公理体系和体积
分数概念的基础上#2’6K’-* B+于 >,,B 年建立了
更加精确完整的多孔介质热弹性理论#一些微观
性质可以直接用来描述宏观性质#容易反映非线
性效应) 利用混合物理论#2’6K’-等 * ?+为一维
流体饱和不可压缩多孔介质的动力学固结问题提
供了解析解) _’:;’-等 * .+研究了波在饱和多孔半
空间中的传播) 在 2’6K’-等 * I+提出的多孔介质
热力学本构关系的基础上#_’等 * 8+给出了一种在
热局部非平衡条件下的流体多孔介质的数学模
型#j#(P* *,+建立了该模型的相应的 3@-J:( 型变分
原理#朱媛媛等 * **+对空间轴对称流体饱和多孔热
弹性柱体动力学特性进行了分析) 但目前有关饱

和多孔介质热5流5固耦合系统非线性理论和应用
以及数值模拟的报道很少见)

为探索所提问题理论和数值方法分析及其可
行性#笔者基于多孔介质混合理论! =K-K@AL’;:#
J&’K-$# 71)" * B#I+ #研究了在有限变形和热局部非
平衡条件下#不可压流体饱和多孔热弹性半平面
在表面温度载荷作用下的动力学特性) 在建立该
问题非线性数学模型的基础上#通过采用微分求
积法!;:RR’-’(J:#O‘@#;-#J@-’L’J&K;# 2\1"在空间
域内建立离散问题的非线性数学模型#用二阶后
向差分格式来处理时间导数#用 E’[JK(5C#=&AK(
法求解非线性代数方程组#从而可得到问题的数
值结果#分析半平面的动力学特性) 通过和 2’
6K’-等 * ?+的解析解的对比研究#表明本文方法是
有效可靠的#具有计算量小%精度高等优点)

53数学模型

考察图 * 所示平面直角坐标系 /QV中饱和不
可压多孔热弹性半平面的动力学问题) 假设作用
于半平面表面的载荷或者温度具有某种对称性#
取 QV轴为对称轴#由表面指向半平面内部的方向
为正方向!图 *")

设平面处于热局部非平衡状态!固相介质和
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图 53半平面问题的数学模型
(NOTPJ53IL[@JXL[NKLFXE_JFE‘@LF‘dUFLMJUPE>FJX

液相介质的变温不同"#并假设平面介质为各向
同性线性热弹性多孔固相骨架和理想流体#根据
71)#在不可压和小流速的假设下#半平面的控制
微分方程如下(
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其中#公式 ! *#"是质量守恒方程#公式 ! *T" q
!*’"是动量和动量矩平衡方程#公式!*R"q!*P"

是能量守恒方程) 基本未知量为固相位移 "/%"V#

固相有效应力 -X0/#/%-
X0
V#V%0

X0
/V#/#相对流速 A/%AV#有

效孔隙压 .#固相介质和液相介质的变温 ’X%’S)

主要材料参数有体积分数 F8!8 $X%S分别记为固

相及液相"%宏观质量密度 18!和微观质量密度 1#C

关系 为 18 $ F81#C"% 流 固 耦 合 系 数 D# $

!FS" >*SC?3S!其中 *SC为液相有效比重#3S为达西

渗透系数"#热交换因子 "8#热传导系数 -89%热能交

换系数 W’#比热系数 2
8 和热源强度 ’8%固相材料的

N#L’系数 4X%$X#体积模量 NX#热膨胀系数 !X) 并

记系统的初始绝对温度为 2,#’
SX $’S,’X)

在有限变形的情况下#对于各向同性线性热
弹性的固相材料#几何关系和本构关系为(
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式中( .X/%.
X
V%*

X
/V为固相的应变分量)

同时#固相材料的有效应力与总应力之间的
关系为(
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!!假设流体饱和多孔弹性半平面的上表面处于
理想排水状态#同时承受变温 /!/#1" 和垂直载荷
_!/#1" 的作用&底部为不排水刚性绝热底面&侧
面不排水绝热且在/方向位移被约束 !图 *") 设
/!/#1" 和 _!/#1" 关于 QV轴对称# 可以在区域
, $ /$ ;,#, $ V$ T, 内考虑问题#这时在热局
部非平衡状态下#有如下边界条件和对称条件)
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假设 1$, 时半平面处于静止和热力平衡状
态#在热局部非平衡状态下初始条件为(



?>!!! 郑 州 大 学 学 报 !工 学 版" >,>, 年

"/$,&

"V$,&

‘"/$,&

‘"V$,&

A/$,&

AV$,&

’X $,&

’S$,)



















!8"

!!因此#式!*"q!I"构成了在热局部非平衡条
件下流体饱和多孔热弹性半平面动力学问题的一
个数学模型) 当固相和液相介质的变温相同时#式
!*"q!I"退化为热局部平衡条件下的数学模型)

不难看到#很难获得上述动力学问题的解析
或半解析解) 在本文中#对于热局部非平衡条件
下的非线性数学模型在空间域中使用 2\1离
散#时间导数采用二阶后向差分格式处理#离散后
的非线性代数方程组采用 E’[JK(5C#=&AK( 法迭
代求解#可得到问题的数值模拟结果)

73求解方法

*8., 年#6’OOL#( 等**>d*/+提出了 2\1) 2\1
具有公式简单%精度高%计算量少等优点#已有很多
成功的应用**+d*B+ ) 2\1的基本思想是将函数的
偏导数近似为离散点处相应函数值的加权和) 由
于 2\1权函数的选取与特定问题无关#微分方程
能 2\离散为相应的代数方程求解)

设半平面占有区域 )$-5/#V6 , $ /$ ;,#
, $ V$ T,.#分别在/%V轴方向布置C/%CV个节
点# 节点坐标为 %&’T$A&’Q5NKT#JJK多项式的零
点) 根据 2\1#未知函数+!/#V" 对/的 F阶偏导
数可近似表示为(
%F+
%/F

$ (
C/

/$/-#V$V(#-$*
G!F"5-+-(# 5$ *#>#/#$#C/) !*,"

式中(+-(是在 /$/-#V$V(节点处的函数值&G! F"
5-

是 F 阶偏导数的权系数# 本文由 N#P-#(P’插值
!!!!!

多项式来决定) 同时#可给出 +!/#V" 对 V的 J阶
偏导数#权系数为 L!J"

F= )
利用式!*,"#在空间域内对数学模型 !*" q

!I"2\1离散化后#产生了关于时间 1的微分代
数方程组) 使用二阶后向差分格式来处理关于微
分代数方程组中的时间导数(

+
,!1F#/"#1$

/
>
+!1F#/" ,>+!1F,*#/" +

*
>
+!1F,>#/") !**"

式中( #1是时间步长&+!1F#/" 是在时刻 1$1F 的
函数值)

最后利用 2\离散的初始条件!8"#对离散化
方程组进行 E’[JK(5C#=&AK( 迭代求解#从而可得
到问题的数值结果)

:3分析与讨论

:C53验证方法
忽略体积力的影响#2’6K’-等*?+分析了几何

小变形和常温条件下不可压饱和多孔弹性介质的
一维动力固结问题#并给出了在 71)下唯一的解
析解) 为了验证本文方法的正确性和有效性#本文
在第 * 节给定的数学模型中设平面表面变温为
/!/#1"l,#从而可以认为在热局部非平衡条件下
的解近似等于常温状态时的解#然后用一个高
T, l*, L#宽 ;, l*, L的流体饱和多孔弹性体来模

拟 2’6K’-等*?+所考虑的类似问题#并与解析解进
行比 较) 在 验 证 中# 分 别 考 虑 了 阶 梯 载 荷
_!/#1"l_,^!1" 和 周 期 载 荷 _!/#1" l_, * * d

MKA!%1"+的影响#其中#_, l/ WEGL
>#%l,c+ Ad*#

^!1"为 _’#Q:A:;’函数) 本文计算中选取的材料是
废料存储中使用的黏土材料*>+ #材料参数见表 *)

图 > 和图 / 分别给出了在阶梯载荷和周期载
荷下#对称轴处不同深度的位移 "V!沉降"#其中#
实线和虚线分别对应了在 .g. 和 8g8 布点下利
用本文方法得到的数值解#坐标点为文献 * ?+
!!!表 53材料参数

0L>FJ53ALPLXJ[JPWE‘XL[JPNLF

参数 取值 参数 取值 参数 取值
FX ,c? "X *> 7#Gm 4X ,c>/*g*,? WEGL>

FS ,c+ "S *c/B 7#Gm $X ,c/+?g*,? WEGL>

1XC > ?*, WPGL/ -XX >c+I8g*,? 9G!Lm" !X Ic8g*,dBm

1SC * ,,, WPGL/ -SS ,c?>> g*,? 9G!Lm" 2X 8/. bG!WPm"

*SC *, ,,, EGL/ -XS#-SX ,c,*?g*,? 9G!Lm" 2S + *I? bG!WPm"

3S ,c,*. / LGA W’ , 9GL/ 2, *, m
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图 73位移时程曲线图"阶梯载荷#
(NOTPJ730NXJd@NW[EPS KTPGJWE‘_NWUFLKJXJM[

"W[JUFEL_NMO#

图 :3位移时程曲线图"周期载荷#
(NOTPJ:30NXJd@NW[EPS KTPGJWE‘_NWUFLKJXJM[

"KSKFJFEL_NMO#

中的解析解) 时间步长 #1$* A) 从图中看到#本
文提供的数值结果与解析结果吻合良好#当布置
结点数为 . %.个时#便能得到令人满意的结果)
说明用本文方法来计算流体饱和多孔弹性介质的
动力学特性是有效的)
:C73耦合系统的动力学特性分析

在热 局 部 非 平 衡 条 件 下# 考 察 高 !深 "
T, l*, L#宽 ;, $ *, L的半平面域#边界条件由
式!B" 给定) 考察表面阶梯温度载荷 /!/#1" $

/,^!1" 的影响#其中 /, $ *, m#^!1" 是 _’#Q:A:;’
函数) 计算中布点数为 .g.#时间步长 #1l* A#表
面垂直外载 _!/#1"l/ WEGL>#材料参数见表 *)
/c>c*!达西渗透系数 %(的影响

图 + 显示了在热局部非平衡条件下#达西渗
透系数 3S对半平面对称轴!/$," 处未知量 "V%
AV%.及’

X和’S的影响) 图 +!#"表明随着时间的
逐渐增加#沉降 "V最终达到相同的稳定状态) 3S

较大时#初始阶段固结速度比热传导快#导致热体
积膨胀不明显#所以半平面的沉降 "V大) 图 +
!T"表明相对流速 AV的变化趋势) 当系统趋于稳
定时#相对流速 AV趋于零) 但在初始阶段#平面
内部的流速小于上表面附近#并且 3S较大时流速
的峰值较大) 图+!M" 表明孔隙压 .随着时间由
初始孔压逐渐至零#半平面上表面附近孔隙压的
面内部快#同时孔隙压的消散速度随 3S增大而
!!!!

图 43达西渗透系数对半平面时d程曲线的影响
(NOTPJ43+‘‘JK[E‘VLPKS UJPXJL>NFN[S KEJ‘‘NKNJM[EM[NXJd@NW[EPS KTPGJWE‘@LF‘dUFLMJ
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增大) 消散速度较平图 +!;" 表明固相和液相的
温度从上表面传播到半平面深处#并且逐渐到达
至给定的表面温度#最终达到等温状态) 由于在
热局部非平衡条件下#流固两相之间的温度是不
同的#在给定的参数下#固相温度高于流相温度#
并且在初始阶段温差明显) 同时#3S对变温’X和
’S的影响很小)
/c>c>!热能交换系数 1&的影响

图 B 给出了在热局部非平衡条件下#不同物
相之间热能交换系数 W’对半平面对称轴!/$,"

处未知量 "V及’
X 和’S的影响) 同时#图 B也给出

了在热局部平衡条件下系统的时程曲线) 在热局
部非平衡条件下#随着 W’增大#固相温度降低并
逐渐接近热局部平衡条件下系统的温度#而流相
温度升高并逐渐接近热局部平衡条件下系统的温
度#因此流固两相温差逐渐变小) 另外#随着 W’

增大#固相温度降低#在初始阶段系统热传导过程
小于固结作用#沉降变大)
!!与此同时#笔者也考虑了热交换系数 " X%"S和
热传导系数 -XX%-SS%-XS对半平面的影响) 限于篇
幅#仅列出结论如下(当热交换系数 " X%"S较小时#
流相和固相之间的耦合作用减弱#初始阶段半平面
的沉降 "V较大) 当热传导系数-XX%-SS%-XS较大时#
初始阶段时热传导比固结过程快#半平面的沉降 "V
较小#温度场达到等温状态所需的时间更短)
/c>c/!非线性的影响

图 ? 给出了在热局部非平衡条件下#对称轴不
同深度处沉降 "V的几何非线性结果与相应的线性
解的比较) 可以看到#当载荷较小时 !_!/#1"l
/ WEGL>"#非线性解和线性解趋于一致) 当载荷
较大时!_!/#1"l/, WEGL> "#非线性解略大于线
性解)

图 D3热能交换系数对半平面时d程曲线的影响
(NOTPJD3+‘‘JK[E‘JMJPOS ĴK@LMOJKEJ‘‘NKNJM[EM[NXJd@NW[EPS KTPGJWE‘@LF‘dUFLMJ

图 63非线性解与线性解的对比
(NOTPJ632EXULPNWEM>J[ZJJMMEMFNMJLPWEFT[NEMWLM_FNMJLPWEFT[NEMW

43结论

在几何非线性条件和热局部非平衡条件下#
对流体饱和不可压多孔热弹性半平面在表面温度
载荷作用下的动力学特性进行研究) 首先基于

71)并考虑几何非线性和热局部非平衡的影响#
给出了问题的数学模型&其次提出了一个系统的
综合数值计算方法来模拟问题的数值结果#通过
2\1和二阶后向差分格式分别在空间域和时间
域离散数学模型#利用 E’[JK(5C#=&AK( 法求解非
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线性代数方程组#从而可得到问题的数值结果#分
析半平面的动力学特性)

和现有解析解的对比研究验证了本文方法是
正确可靠的#具有精度高%计算量小%数值稳定等
优点) 在此基础上#研究了在表面温度载荷作用
下半平面的热力学特性#考察了系统的材料参数
以及几何非线性对半平面动力学特性的影响#获
得了一些有益的结论)
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