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摘!要# 在多模态多目标优化问题中!"#$%&’前沿的同一位置对应决策空间的多个 "#$%&’最优解!而已

有的多目标优化算法往往只能获得其中的一个 "#$%&’最优解!因此!提出一种两阶段搜索的多模态多目

标差分进化算法" 该算法将优化过程分为精英搜索和分区搜索两个阶段#在精英搜索阶段通过精英变

异策略生成高质量个体来保障种群的搜索精度和效率%在分区搜索阶段将决策空间分为若干子空间!利

用已探测到的种群对各个子空间进行深度探索!降低问题复杂度的同时提高种群在决策空间的扩展性

和均匀性" 在 ,,A(等 (7 个多模态多目标优化测试函数上与 >9<=DD$,3jWJKLj"93j9Z-$->.>9<=DD$

3:KJ.3Q&J:JR%$$,,3-H* 种经典算法进行性能比较" 实验结果表明!本文算法在帕累托近似性&232’

性能指标上有 (@ 个测试函数优于其他 * 个对比算法"
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%!引言

在现实工程中!许多优化问题需要同时满足多
个目标!并且这些目标往往相互冲突!这类问题称
为多目标优化问题 ":EI&J.’NO%P&J5%’Q&J:JR#&J’K
Q$’NI%:!,3"# *(+ ) 在过去的研究中!人们提出了
各种多目标进化算法 ":EI&J.’NO%P&J5%%5’IE&J’K#$F
#IL’$J&M:!,3H=# *1+ ) 这些算法通常可以很好地在
目标空间搜索到完整且分布均匀的 "#$%&’前沿面!
为决策者提供更合适的选择) 但在实际优化问题
中通常会出现这样的情况(两个或多个不同的
"#$%&’最优解对应同一 "#$%&’前沿位置!这类问题
被称为多模态多目标优化问题":EI&J:’T#I:EI&J.
’NO%P&J5%’Q&J:JR#&J’K Q$’NI%:!,,3"# *6+ ) 虽然找
到 "#$%&’前沿面就可以满足优化要求!但是获得更
多 "9""#$%&’最优解集#可以为决策者提供更多的
备选方案*8+ ) 现实中的出行计划就是一个很好的
例子**+ !如图 ( 所示) 图 (中的方案 ( 和方案 8 分
别代表火车和长途汽车出行!方案 1 和方案 6 同为
飞机出行!但这两个方案中转站不同) 根据图 ( 右

侧 "A""#$%&’前沿#可以看出!方案 ( 与方案 8!方
案 1与方案 6 分别具有相同的时间和成本) 很明
显!对于需要更短时间到达目的地的乘客!有方案
1 和方案 6 这两个选择) 当某一方案的中转站受
到天气等因素影响时!乘客完全可以选择备用方
案%在相对成本较低的情况下!乘客可能不想换乘
而选择长途汽车!或者乘客在途中有工作需要处
理!在火车上工作会更方便一些) 如果最终结果只
能给每种乘客提供一个 "9!则不能满足不同乘客
的需求) 因此!研究如何同时获得更多的 "9 从而
为决策者提供更多的选择具有很重要的现实
意义**+ )

图 $!出行方案及其所需时间和费用
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近年来!研究者们提出了大量多模态多目标
进化算法 ":EI&J:’T#I:EI&J.’NO%P&J5%%5’IE&J’K#$F
#IL’$J&M:;!,,H=#来求解多模态多目标优化问
题) 根据其算法特征!大致可分为以下几类(!基
于拥挤距离和非支配排序的 ,,H=算法!这类算
法引入决策空间的拥挤距离用于非支配排序!如
3:KJ.’Q&J:JR%$* @+和 ->.>9<=DD* B+等%在多目标优
化问题中可以有效搜索到更多的解!但在处理 "9
形状较为复杂的问题时表现并不理想) "基于小
生境技术的 ,,H=算法!其核心思想是将种群个
体分为多类!通过竞争选出适应度高的个体来维
持种群的多样性!如 ->H=* 7+ ’>JPMJKL.Z,=* )+等)
这类算法可以有效地保持种群的多样性!但由于
环境选择压力较大!随着种群的进化!种群的多样
性不可避免地会恶化 * (?+ ) #基于新型进化范例
的 ,,H=算法!采用性能优越的 ,3H=来求解
,,3"!如 99.,3"93* ((+ ’,,3-H* 8+等) 这些算
法运行效率高!易于理解!并且在提高种群多样性
的同时可以更好地保护解在目标空间的分布)

$基于不同策略的 ,,H=集成算法!这类算法将
,,H=中不同策略优势互补集成到一起!进一步
提高算法的性能!如 ,3jWJKLj"93j 9Z-* 6+ ’
,,3Z4W"93* (1+ ’,,3"D3* (6+ 等) 目前!这类集
成算法是研究者们关注的重点!并且在处理多模
态多目标问题时取得了很好的效果)

$!两阶段搜索的多模态多目标差分进化
算法!,Bc[[7_>"

!!针对多模态多目标优化问题!本文提出了一种
两阶段搜索的多模态多目标差分进化算法
" :EI&J:’T#I :EI&J.’NO%P&J5% TJGG%$%K&J#I %5’IE&J’K
#IL’$J&M: N#;%T ’K &S’.;&#L%;%#$PM! 09.,,3-H#)
将算法的进化过程分为精英搜索和分区搜索两个
阶段!使用不同的变异策略求解) 该算法还引入
了文献*6+中基于决策空间的非支配排序策略来
提高解在决策空间的多样性)
$4$!第 $ 阶段&&&精英搜索阶段
(‘(‘(!特殊拥挤距离

2E%等 * 6+提出同时考虑决策空间和目标空间
计算每个个体的特殊拥挤距离!其描述见式"(#(

3-4’!

:#X"-4’!$!-4’!"#!

-4’!$ 5-4#5L!$或 -4’!" 5-4#5L!6%

:JK"-4’!$!-4’!"#!其他){
"(#

式中( -4’!$’-4’!"分别表示第 ’个个体在决策空
间和目标空间的拥挤距离%-4#5L!$’-4#5L!6分别表
示决策空间和目标空间的平均拥挤距离)
(‘(‘1!精英变异策略

在精英搜索阶段根据非支配排序和决策空间
的拥挤距离选取种群的最优的一半作为精英变异
池!采用差分进化算法中的 -Hd$#KTd1 变异策略
进行变异!这样可以有效提高解的质量!加快收敛
速度) 差分变异策略 -Hd$#KTd1 定义见式"1#(

7’"8# !$9("8# 0:"$91"8# .$96"8## 0
:"$98"8# .$9*"8##) "1#

式中( $9(’$91’$96’$98’$9* 是从变异池中随机选取
的互不相同的 *个个体%’!(!1!$!,!,为种群规
模%7’"8# 表示第 8代的第 ’个个体%:为 -H的缩
放因子!取值为*?!(+)
(‘(‘6!越界处理方法

经变异后的个体可能会落在决策空间以外!
为此学者提出众多的修补方法!如文献*8+和文
献*(8+) 本文提出一种新的越界处理方法!给首
次越界的个体第 1 次变异的机会!变异方式如
式"6#所示(
7’!*"8# !$9(!*"8# .:"$91!*"8# .$96!*"8## .

:"$98!*"8# .$9*!*"8##) "6#
!!如果第 1 次变异后个体仍然越界!则按照式
"8#进行修补(

;’!*!
:JK,<*!1=*.;’!*"8#-!;’!*"8# +=*%

:#X,=*!1<*.;’!*"8#-!;’!*"8# 5<*){ "8#

式中(;’!*表示第’个个体第*维上的值%<*’=*表示
决策空间的上下界)
(‘(‘8!精英搜索阶段实现步骤

BIJM$!精英变异池更新(通过非支配排序
和决策空间拥挤距离从种群 $中选取最优的一
半个体放入精英变异池)

BIJM#!变异操作(通过式"1#对精英变异池
中的个体进行变异)

BIJM)!越界操作(执行按照式"6#’"8#)
BIJM"!杂交操作(执行二项式交叉操作形

成种群 %$)
BIJMd!选择操作(合并种群 $和种群 %$

后!利用非支配解排序和特殊拥挤距离式" (#更
新种群 $)
$4#!第 # 阶段&&&分区搜索阶段
(‘1‘(!分区搜索方法

A#K 等 * (*+指出(搜索空间和目标空间共同决
定了问题的复杂性) 然而!在现实中很难根据目
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标空间降低问题的复杂性) 因此!将搜索空间划
分为若干子空间是降低问题复杂度的一种很有前
途的方法)

在处理多模态多目标优化问题时!分区搜索的
方法操作简单!且不会因种群环境过于复杂而出现
恶化*(?+ !可以在降低问题复杂度的同时有效地帮
助算法在决策空间进行广泛搜索) 本文采用的分
区方法是从一个4"4( 1#维优化问题中随机选取
>?’>@两个变量!并将>? 划分为A个分段!将>@划
分为 /个分段!从而把整个 4维空间划分为AB/
个子空间) 以 6维空间为例!取A! 1’/! 1可以
将决策空间划分为 8 个子空间!如图 1所示)

图 #!) 维 " 空间分区示意图

;KLROJ#!)c_FG]" PMFIKFE]KaKPKDGP]KFLOFN

(‘1‘1!分区搜索阶段变异策略
在算法的分区搜索阶段!为了在已有一定分

布性且适应度值较好的种群内进行更广泛的搜
索!将分区后子空间的全部个体作为变异池!通过
式"1#来产生下一代个体)
(‘1‘6!分区搜索阶段实现步骤

BIJM$!分区操作( 将种群个体放入划分好
的空间 3C中!C!(!1!$! ,D) 其中 ,D表示子空
间个数)

BIJM#!变异操作(依式"1#对子空间中个体
进行变异)

BIJM)!越界操作(执行按照式"6#’"8#)
BIJM"!杂交操作(执行二项式交叉操作形

成种群 %$)
BIJMd!选择操作(利用非支配解排序和特

殊拥挤距离式"(#更新种群)
$4)!,Bc[[7_>算法实现步骤

BIJM$!初始化 09.,,3-H参数以及种群!
阶段值为 8’!子空间个数为 ,D)

BIJM#!对种群进行精英搜索)
BIJM)!判断当前迭代次数是否小于阶段值8’)

若小于则跳转至 9&%Q 1继续执行%否则执行 9&%Q 8)
BIJM"!对种群进行分区搜索)
BIJMd!判断是否达到最大适应度评估次

数!若没有达到则跳转至 9&%Q 8 继续执行%否则执
行 9&%Q @)

BIJMe!输出结果)

#!实验条件

#4$!测试函数
本文共采用 (7 个多模态多目标测试函数 * 6+

来验证算法的性能表现!分别是 ,,A(k,,A(1’
,,A(6k,,A(*" %l6#’3:KJ.&%;&" %l6#’92,.
"=W0j;J:QI%和 92,."=W0j$’&#&%T)
#4#!评价指标

本文使用多模态多目标算法常用的评价指
标(帕累托近似性 "232# * 6+ !用来评估获取的 "9
与实际 "9 之间的相似程度)
#4)!参数设置

在所有实验中!比较算法的参数设置均与原
文献*6!8!@!B!(@+参数相同!每个算法每个实验
均独立运行 6? 次!种群规模为 7??!最大评估次
数为 (‘@m(?* 次)

本文算法 09.,,3-H涉及的参数有种群规
模 ,’阶段值 8’’子空间个数 ,D’缩放因子 :’交叉
概率 -9) 在本次实验中取 :!?‘*!-9!?‘)) 针
对阶段值8’和子空间个数,D的设置会在第 6节进
行讨论)

)!实验结果及分析

)4$!阶段值敏感性分析
由于本文提出的算法将进化过程分为精英搜

索和分区搜索两个阶段!算法何时停止精英搜索
阶段进入分区搜索阶段由阶段值 8’决定) 表 ( 中
的实验取阶段值 8’分别为 (’*?’(?? 和 (*?!8’l(
即表示算法在一开始就进行了分区)
!!表 ( 展示了在 (7 个测试函数中!不同的阶段
值 8’对 09.,,3-H算法的 232的影响) 从表 (
中可以看出!有 ) 个函数在 8’取 (?? 时效果最好%
在 ,,A*’,,A(1 和 ,,A(8 上 8’取 *? 时算法表
现最 好% 8’取 (*? 时 算 法 在 ,,A8’ ,,AB’
,,A(?’3:KJ.&%;&" % l6#’ 92,."=W0j;J:QI%和
92,."=W0j$’&#&%T 上表现最为理想%而当 8’l(
时!与其他 6 种取值相比!在 (7 个测试函数中没
有任何一个可以取得最优结果) 所以此实验证明
分两阶段搜索在 09.,,3-H算法中是很有必
要的)
)4#!子空间个数敏感性分析

表 1 展示了当阶段值 8’l(?? 时!子空间个
数 ,D分别为 1’8’@’7’) 时对算法的影响) 实验
结果表明!在 (7 个测试函数中有 ) 个函数在,Dl
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8 时效果最好%有 @ 个函数在 ,Dl1 时表现更为
理想!且除 92,."=W0j$’&#&%T 外的其他 * 个函数
与 ,Dl8 时的结果相近) 总体而言!对于 09.
,,3-H算法!当 ,Dl8 时效果是最佳的) 此外!
阶段值 8’和子空间个数 ,D的不同取值对 "A
!!!!

的影响很小!因此不再进行讨论)
)4)!与经典多模态多目标优化算法性能比较

如表 6 所示!为了进一步验证 09.,,3-H算
法的性能!本文引入常见的多模态多目标优化算
法 ,3jWJKLj"93j 9Z-* 6+ ’->.>9<=DD* B+ ’3:KJ.
!!!!!表 $!,Bc[[7_>取不同阶段值时的 $&$值

,F.EJ$!$&$aFERJW1JG,Bc[[7_>IFZJP]K̂̂JOJGIPIFLJaFERJP

测试函数
232值

8’l( 8’l*? 8’l(?? 8’l(*?
,,A( 7?‘6) )@‘** *e4*5 )8‘B8
,,A1 1((‘@( 86(‘7( "5-4)- 86(‘1@
,,A6 (7(‘)) 66B‘)* "%d4$$ 67)‘B@
,,A8 (1(‘11 (6)‘?? (8?‘(1 $""4e#
,,A* 6*‘)* ")4d* 86‘*7 86‘?8
,,A@ 8?‘)6 86‘68 ")4d% 86‘67
,,AB (88‘1) (8B‘B@ (87‘)1 $d%4%e
,,A7 6?‘6* @*‘8B 5#4-d B1‘*7
,,A) *B@‘)? *7?‘(B d-#4%) *BB‘(7
,,A(? 1 1*8‘6? 1 617‘)? 1 66?‘1? # )"*4d%
,,A(( @7(‘)* @7?‘1) e-"4%) @7(‘*7
,,A(1 ( 878‘1? $ d%-4$% ( 8)@‘8? ( *?*‘6?
,,A(6 *@‘?B @B‘7@ 5%4e- B?‘1B
,,A(8 61‘6@ )#4"% 61‘6* 61‘1B
,,A(* 8(‘@? 8(‘87 "$45$ 8(‘@1
3:KJ.&%;& B‘)7 6)‘(( 86‘67 "54%d

92,."=W0j$’&#&%T *‘*8 1‘*B 6‘6@ e4##
92,."=W0j;J:QI% (B‘81 @@‘?@ @B‘6? e*4#%

表 #!,Bc[[7_>子空间个数不同时的 $&$值

,F.EJ#!$&$aFERJWKI1]K̂̂JOJGIGRN.JOD ,̂Bc[[7_>PR.PMFQJP

测试函数
232值

,Dl1 ,Dl8 ,Dl@ ,Dl7 ,Dl)
,,A( *54%5 )@‘)B )@‘6) )*‘@( )*‘@)
,,A1 88)‘77 8B7‘67 *68‘@B d5"45e 8@(‘)7
,,A6 8B8‘16 8?*‘(( "5e4$# 8B8‘8? 816‘)6
,,A8 $")4d% (8?‘(1 ((B‘)7 (?@‘)) (?B‘*?
,,A* 86‘?) ")4d- 81‘*) 81‘1* 8(‘)B
,,A@ 86‘6@ ")4d% 81‘B1 81‘@@ 81‘@B
,,AB (8B‘() $"-4*# (8B‘1* (8B‘B( (88‘?1
,,A7 B1‘BB 5#4-d @B‘@6 @7‘1) 8*‘1B
,,A) *B)‘(8 d-#4%) *@7‘@1 *8B‘@? **B‘B(
,,A(? 1 61(‘@? # ))%4#% 1 17)‘6? 1 6((‘7? 1 6(1‘(?
,,A(( @7(‘(@ e-"4%) @B(‘76 @@@‘)? @@*‘)*
,,A(1 $ d%54d% ( 8)@‘8? ( 8B8‘7? ( 88*‘1? ( 8B*‘(?
,,A(6 @7‘() 5%4e- @7‘(1 @B‘17 @)‘1*
,,A(8 )#4)5 61‘6* 61‘?B 6(‘)? 6(‘*)
,,A(* 8(‘6( "$45$ 8(‘8) 8(‘?B 8?‘7@
3:KJ.&%;& 8@‘18 86‘67 8@‘*( 8*‘@( d%4)-

92,."=W0j$’&#&%T "$4)# 6‘6@ 1‘7( 6‘7@ *‘61
92,."=W0j;J:QI% e*4d% @B‘6? *7‘)B *@‘6B @)‘16
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3Q&J:JR%$* @+ ’,,3-H* 8+ 和经典多目标算法 >9.
<=DD* (@+ !与本文算法的 232值来进行比较)

由表 6 可以看出!本文提出的 09.,,3-H算
法在 (7 个测试函数中有 (@ 个函数的结果优于其
他 * 个算法!虽然在 ,,A(( 中效果不如 >9<=DD!
但是也高于其他 8 种多模态多目标优化算法) 另
外!与 ,,3-H算法的比较中可以看出!在 (7 个

测试函数中仅 92,."=W0j$’&#&%T 这一函数的结
果不如 ,,3-H)

图 6 展示了 09.,,3-H算法在 232值提升
较大 的 ,,A1’ ,,A6’ ,,AB’ ,,A)’ ,,A(?’
,,A(1 这 @ 个测试函数上获得的 "A与真实 "A)
从图 6 中可以看出!09.,,3-H算法并没有因注重
决策空间分布而损坏 "A)

表 )!e 种算法在 $- 个测试函数上的 $&$值

,F.EJ)!$&$aFERJPD ê FELDOKI1NPDG$- IJPÎRGQIKDGP

测试函数
232值

>9<=DD ,3jWJKLj"93j9Z- ->.>9<=DD 3:KJ.3Q&J:JR%$ ,,3-H 09.,,3-H
,,A( 8*‘8? B1‘** @1‘B) @6‘6* @7‘** *e4*5
,,A1 (8B‘() (B6‘*@ )?‘(B ((6‘?? 17B‘7) "5-4)-
,,A6 (B)‘B? 1?7‘@7 @@‘B8 B@‘8) 61B‘*8 "%d4$$
,,A8 *7‘?1 (11‘?@ 66‘B* 68‘?? (1?‘6B $"%4$#
,,A* 1?‘@( 6*‘7B (*‘(6 (*‘(? 61‘)) ")4d-
,,A@ (7‘11 67‘78 (@‘@( (B‘18 18‘B7 ")4d%
,,AB 78‘7* ((?‘(? (?@‘?@ (?*‘B? (16‘B( $"-4*#
,,A7 (‘*7 *8‘*8 (1‘B8 (1‘67 @?‘?B 5#4-d
,,A) 8‘*) 6)(‘)B 7‘*6 (1‘(B *?8‘B( d-#4%)
,,A(? ( B@(‘*? 6?@‘8* 1 ?1*‘7? 1 ??)‘?? ( @6*‘@? # ))%4#%
,,A(( 5e$4e) *66‘B8 *1(‘B8 *8B‘8B @76‘7) @78‘?6
,,A(1 )B7‘*8 @B?‘B1 )*7‘16 ( (?(‘)@ ( 686‘6? $ "*e4"%
,,A(6 6@‘6B *1‘@B 16‘B7 17‘6* 8)‘?6 5%4e-
,,A(8 1B‘78 6?‘1@ (*‘7B (B‘6* 1)‘1* )#4)d
,,A(* 6)‘*( 6@‘67 18‘7@ 1@‘@1 8?‘(? "$45$
3:KJ.&%;& B‘(6 (?‘11 (‘(1 ?‘7B 86‘61 ")4)-

92,."=W0j$’&#&%T 6‘1) 1*‘*@ ?‘77 ?‘*? d*4e- 6‘6@
92,."=W0j;J:QI% ?‘(* 61‘66 ?‘6? ?‘1) @8‘77 e54)%

图 )!,Bc[[7_>算法求得的 2;与真实 2;

;KLROJ)!7.IFKGJ]2;.\ ,Bc[[7_>FELDOKI1N FG]IORJ2;
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!!综上所述!本文提出的 09.,,3-H算法在
"A分布均匀的情况下大大提高了测试函数的
232值!这主要是因为算法在精英搜索阶段有效
地保证了解在目标空间的质量) 在分区搜索阶
段!对决策空间进行分区虽然很难提高 "A的质
量!但有效提高了解在决策空间的多样性和分布
性!特别是对于一些 "9 几何结构相对复杂的测
试函数!对决策空间进行分区可以更有效地定位
解的位置并进行深度搜索)

"!结论

针对多模态多目标优化问题!提出了一种两
阶 段 搜 索 的 多 模 态 多 目 标 差 分 进 化 算 法
"09.,,3-H#!算法将进化过程分解为以发散搜
索为主的精英搜索阶段和以深度搜索为主的分区
搜索阶段) 在精英搜索阶段!通过精英变异策略
增加种群多样性%在分区搜索阶段!通过对决策空
间的划分实现对子空间的深度搜索) 和常见的 *
种经 典 算 法 进 行 了 比 较! 实 验 结 果 表 明!
09.,,3-H算法在 (7 个多模态多目标测试函数
中有 (@ 个函数的 232性能指标均优于其他 * 个
算法!这表明本文提出的算法可以在维持目标空
间解多样性的同时在决策空间搜索到分布更均匀
的 "9)
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