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摘 　 要:
 

k-center 问题是设施选址的基础问题,同样是 NP 难问题,在分配、紧急服务等领域也有着实际的应用。 随

着问题规模的扩大,原有的算法已不再适用,需要进一步优化或者改进。 为了找到求解该问题的高效算法,对现有

算法进行研究。 对各类求解 k-center 问题的算法进行梳理,将求解算法划分为精确算法、启发式算法、元启发式算

法、近似算法等,从算法原理、改进思路、性能和精度等方面进行对比综述。 精确算法在求解小规模 k-center 问题时

可在多项式时间内得到最优解,但是算法效率低,不适用于大规模问题;启发式算法可以在多项式时间内给出相对

最优解,但是没有理论保证,无法衡量与最优解的关系;元启发式算法可对目前存在的智能优化算法进行改进,给

出相对最优解,但是解的质量无法保证;利用近似算法得到的解具有近似比保证,有较大的理论研究价值,但是实

用价值较弱。 目前求解 k-center 问题的元启发式算法已取得一定的研究成果,但是在求解时间、求解规模、算法效

率等方面仍待突破,这将是未来 k-center 问题的研究重点。
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　 　 近年来,k-center 问题受到了人们的广泛关注。
k-center 问题是一个经典的 NP 难问题 [ 1] ,广泛应用

于设施选址 [ 2- 7] 、聚类 [ 5] 、紧急服务 [ 8- 10] 、分配 [ 11] 等

领域。 给定完全无向图 G = (V,E) , 它的边费用满

足三角不等式。 对任意集 C ⊆ V 和顶点 v∈ V, 定义

connect( v,C) 是 v 和 C 的顶点之间的最便宜边的费

用。 k-center 问题是找 | C | = k 的集合 C ⊆ V 使得

max v{ connect( v,C) } 达 到 最 小 [ 1,12] , 其 中 k 是

整数。
k-center 问题的目标是在图中找到 k( k>1)个中

心,使得从最远顶点到最近顶点的距离最小。 这些

中心沿着任何边定位,称之为绝对 k-center 问题 [ 13] ;
若局限于顶点,称之为顶点 k-center 问题 [ 13] ;若每个

顶点的选择都可能有一个代价,称之为加权顶点 k-
center 问题 [ 13] ;若输入是满足有向三角不等式的

图,则称之为非对称 k-center 问题 [ 14] ;若每个中心只

能参与固定数量的顶点,则称之为容量限制 k-center
问题 [ 15] ;若中心点从先定义的直线或多边形中选

择,则称之为对齐 k-center 问题 [ 16] ;若每个选择中心

点附近都有一组 α ≤ k 的中心,则称之为容错 k-cen-
ter 问题 [ 17] ;若中心点达到顶点的最小值,则称之为

具有最小覆盖的 k-center 问题 [ 18] ;若 m (m<k)个中

心在顶点集合中,其余的中心可在任意位置,则称之

为混合 k-center 问题 [ 19] 。
现有的解决 k-center 问题的算法有依据给定的

k 值寻找该取值下高效的精确解的精确算法和高效

的启发式或元启发式的求解策略等。 但是目前存在

的求解问题的算法都有其各自的优缺点。 例如,当
问题规模较小时精确算法在多项式时间内找到最优

解,但随着问题规模的增大,时间复杂度呈指数级增

长。 启发式算法及元启发式算法在多项式时间内给

出问题的相对最优解,但是没有理论的保证,且无法

衡量与最优解的关系。 此外,目前仅有 k-center 问

题的某一类算法的综述和对比,对于 k-center 问题

的各种算法的对比和分析较少。 因此,本文对 k-
center 问题的求解算法进行归纳总结,同时进一步

指明关于 k-center 问题的研究方向,以寻找新型高

效算法求解 k-center 问题。
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1　 精确算法

作为一个经典 NP 难问题,k-center 问题在精确

算法、启发式算法、元启发式算法、近似算法等算法

中得到广泛研究。 尤其是精确算法,由于早期学者

将 k-center 问题作为图论问题来解决,与图论相关

的算法都是精确算法,因此早期 k-center 问题都是

使用精确算法来解决的。
Minieka[ 20] 提出了求解 k-center 问题的算法,该

算法是将 k-center 问题分解为一系列的集合覆盖问

题,通过求解集合覆盖问题,得到 k-center 问题的

解,但是此算法的效率非常低。 因此, Daskin[ 2] 将

Minieka[ 20] 提出的算法改进为基于集合覆盖的二分

搜索算法,使得算法能够缩紧最优解上界与下界间

的距离。 不久, Daskin[ 21] 改进了自己提出的算法,
采用了搜索效率更高的最大集合覆盖模型,利用二

分法系统地减小了最优解上下界之间的距离从而得

到 k-center 问题的解。 Ilhan 等 [ 22] 在 Daskin[ 21] 的最

大集合覆盖模型基础上,提出了一种两阶段算法:第
一阶段通过求解一系列基于线性规划公式的可行性

问题来计算问题最优解的下界;第二阶段,使用可行

性问题来检查是否是 k-center 问题的解。 Al-Khed-
hairi 等 [ 23] 对 Daskin[ 21] 和 Ilhan 等 [ 22] 的算法进行修

改,提出了新的整数规划公式、该公式的收紧形式以

及基于该公式的连续限制的新方法。 新方法的一个

特殊化是在二元约束下通过求解一系列结构简单的

识别形式的整数规划来获得最优 k-center 的解。 该

算法更新了大多数数据集上的最优解,并且大大缩

短了算法运行时间。

2　 启发式算法

精确算法在求解小规模 k-center 问题上有较好

的效果,但是通过实验发现用精确算法求解大规模

k-center 问题无论是在计算结果还是运行时间上,都
没有很好的效果,因此学者尝试使用一些启发式算

法来求解 k-center 问题。 Mladenovic′ 等 [ 24] 提出将禁

忌搜索算法 ( tabu
 

search, TS ) 与变邻域搜索算法

( variable
 

neighborhood
 

search,VNS)相结合的启发式

算法求解 k-center 问题,实验证明该算法既保证了

解的质量又保证了运行时间。 Pacheco 等 [ 25] 提出了

一种结合了不同策略的分散搜索 ( scatter
 

search,
SS)算法来求解 k-center 问题,这些策略包括局部搜

索、随机贪婪自适应搜索和路径重新链接,该算法能

够提高运行时间,但是此算法只能用于求解小规模

问题。

2. 1　 禁忌搜索和变邻域搜索算法

Glover[ 26] 提出的禁忌搜索算法因其在组合优化

问题上的优秀表现而广为人知。 禁忌搜索算法的核

心是禁忌,该算法产生一个禁忌表来确保近期访问

过的解在禁忌步长内不会再访问,通过禁忌表驱动

算法探索空间的未知区域来避免程序进入局部最

优。 但是禁忌搜索算法有其局限性,比如刚被禁忌

的动作的邻域有更好的解,但是该解被禁忌了,所以

禁忌算法存在一种解禁策略。 例如当被禁忌的解比

没被禁忌的解好,且比当前最优解更好,则算法会选

择被禁忌掉的解。 同时禁忌步长的选择对算法的性

能也有很重要的影响:禁忌步长太短时,算法在较小

的范围内进行搜索,容易陷入局部最优;当禁忌步长

过大时,会导致解空间内全是被禁忌掉的解,会使得

搜索的效率不够高。
变邻域搜索算法 [ 27] 被用于解决组合和全局优

化问题。 其基本思想是在局部搜索算法中系统地改

变邻域结构。 该算法保持以相同的解为中心,直到

找到比现有解更好的另一个解,然后跳到新的解。
在算法开始时需要设计多个邻域结构,并按基数递

增的顺序给其编号,算法按照编号在邻域内进行搜

索,当算法陷入局部最优无法找到更好的解时,算法

选择变换邻域结构来找到更好的解。 通过利用适用

于大多数组合问题的局部最小值的经验特性,基本

的 VNS 算法确保了两个重要的优势:①停留在当前

解的邻近区域,搜索是在解空间的一个有吸引力的

区域进行的,而且这个区域不会受到禁止移动的干

扰;②由于某些解的属性已经处于它们的最优值,局
部搜索使用的迭代次数比随机解初始化时少,因此,
它可以在相同时间内访问几个高质量的局部最优

解,而随机解只能访问一个。
2. 2　 分散搜索算法

分散搜索是所谓的进化方法的一个例子,与其

他进化方法相比区别在于它的搜索机制不仅仅基于

随机化 [ 28] 。 SS 的特点是使用解的参考集,在每一

个步骤中参考解被组合以生成新的解,并根据一些

系统规则更新当前的参考集(PefSet) 。 分散搜索算

法的步骤如下。
步骤 1　 用多样化生成方法生成 Ksize 解的初

始集 K。
步骤 2　 用一种改进方法改进这些解。
步骤 3　 使用这些解构建一个初始的 PefSet。
步骤 4　 重复以下步骤:从 PefSet 中获取解所

对应的所有子集;对这些子集应用组合方法并获得

新的解;用改进方法改进这些解;更新 PefSet,考虑
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这些 新 的 解, 直 到 PefSet 稳 定 ( 即 没 有 包 含 新

的解) 。
步骤 5　 如果在 maxiter 次的迭代( 步骤 1 ~ 4)

中没有改进的情况下结束,则停止其他操作,并返回

步骤 1。
2. 2. 1　 多样化方法

多样化方法常应用随机贪婪构造启发式。 大多

数随机贪婪自适应搜索还包括一个局部搜索,用于

改进使用随机贪婪函数生成的解。 多样化方法由以

下步骤组成。
步骤 1　 设 X = Ø。
步骤 2　 计算 Δ j,∀ j ∈ V \X。
步骤 3　 计算 Δmax = max{Δ j / j ∈ V \L} 和 Δmin =

min{Δ j / j ∈ V \L} 。
步骤 4　 定义 L = { j ∈ V / L ≤ αΔmin +

(1 - α)Δmax } 。
　 　 步骤 5　 随机选择 j∗∈ L。

步骤 6　 设 X = X ∪ { j∗ } 。
2. 2. 2　 组合法

每对参考解被组合以生成新的解,该组合方法

基于路径重链策略。 其基本思想是在两个好的解决

方案之间的路径中,可能会发现其他质量相似 ( 甚

至更好)的解。 该算法建立一条连接初始解和指导

解的路径,该路径中包含许多中间解,选择中间解,
使彼此和极端尽可能相等,然后将该改进方法应用

于这些中间解。 图 1 显示了这个过程。

图 1　 通过使用路径重新链接生成新的解

Figure
 

1　 Generation
 

of
 

new
 

solutions
 

by
 

using
 

path
 

relinking

3　 元启发式算法

随着 k-center 问题概念的逐渐完善, 蒋建林

等 [ 29] 提出了一种单亲遗传和模拟退火相结合的混

合算法 PGASA 求解 k-center 问题,该算法充分结合

了单亲遗传算法和模拟退火算法的优点,提高了优

化过程中的搜索行为能力,提升了算法全局优化和

局部搜索性能。 Davidovic′ 等 [ 30] 提出了一种基于蜂

群优化( bee
 

colony
 

optimization,BCO)算法的变种算

法求解 k-center 问题,该算法与其他方法相比具有

较强的竞争力,可以在很短的时间内生成高质量的

解。 但是蜂群优化算法存在搜索能力不强等缺点,
因此 Yurtkuran 等 [ 31] 提出了一种改进的人工蜂群

( modified
 

artificial
 

bee
 

colony, MABC) 算法,该算法

使用多种搜索策略和基于随机密钥的编码方案有效

地解决了 k-center 问题。 此外,包敏泽等 [ 32] 提出了

一种将人工蜂群算法与遗传算法相结合的算法来求

解 k-center 问题,提高了算法的性能。
3. 1　 单亲遗传模拟退火算法

单亲遗传模拟退火算法 [ 29] 结合单亲遗传算法

和模拟退火算法的优点,简化遗传操作的过程,增强

局部优化能力。 此外,该算法根据个体的优劣及迭

代情况来选择个体,提高了算法的全局优化和局部

搜索的能力 [ 29] 。 算法步骤如下。
步骤 1　 采用实数编码,随机产生初始种群 K,

评价个体适应度,将种群规模设置为 K c ;计算初始

温度 T0 。
步骤 2　 对于种群 K, 选出个体进行自适应基

因重组操作,生成新的种群 K′。
步骤 3　 对于种群 K′, 选出个体进行模拟退火

操作,生成新的种群 K″。 对于要进行模拟退火操作

的每个个体,先令 b = 0,c = 0, 其中 b 为局部搜索次

数, c 为局部搜索中被接受的新个体数量,然后执行

如下操作。
对 C 进行局部搜索,得到 C′, 同时令 b ← b +

1。 如果 Δf(C,C′) ≤ 0, 则令 C = C′,c ← c + 1;否
则产生一个 ( 0, 1) 随机数 r。 如果 exp( - Δf(C,
C′) / T) > r, 则令 C = C′,c ← c + 1。 如果 c >
round(n / 10) 或 b > R, 则执行步骤 4;否则继续执

行局部搜索。
步骤 4　 重新评价种群 K″ 中个体的适应度,令

K = K″。
步骤 5　 温度下降,设 T = T0 / (1+t) ,t←t+1。
步骤 6　 设定新初始温度,如果 t = 6, 则令 T0 =

T0 ′,T = T0 。
步骤 7 　 产生 ( 0, 0. 1 ) 的随机数 rand, 如果

T < rand, 则算法终止,输出当前种群中适应度最

小的个体,即产生近似最优解;否则执行步骤 2 继续

迭代。
3. 2　 蜂群优化及其改进算法

3. 2. 1　 蜂群优化算法

蜂群优化算法是探索蜜蜂在采蜜过程中应用集

体智能的方法之一,由 Lučic′ 等 [ 33- 35] 提出,迄今已成

功地应用于各种实际生活中的优化问题,例如旅行

商问题、车辆路径问题等。
BCO 算法的基本思想是建立多智能体系统(人

工蜜蜂群体) ,该算法利用蜜蜂在采蜜过程中使用

的原理来寻找各种组合优化问题的最优解。 人工蜂
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群通常由数量较少的个体( 如 5 个或 10 个) 组成,
通过搜索空间寻找可行解,为了找到越来越好的解,
人工蜜蜂自主协作交换信息,利用集体知识和相互分

享的信息,将注意力集中在更有希望的领域,并慢慢

地放弃不太有希望的领域内的解,逐步改进它们

的解。
但是 BCO 算法只能在小规模 ( 50 个节点和 4

个中心)的情况下找到最优解,当问题的规模增大

时,BCO 算法不能够找到问题的最优解。 此外, k-
center 问题具有很大的随机性和组合复杂性,而在

构造解时嵌入的启发式概念不能有效地克服这些问

题,因此 Davidovi c′ t 等 [ 30] 提出了 BCO 的一种变体

BCOi,与其他算法相比,BCOi 算法能够在更短的时

间内产生高质量的解。 算法步骤如下。
步骤 1　 预处理,形成矩阵 D sort 和 D circles , 从矩

阵 D 开始,对矩阵 D 的每一行进行非递减排序,并
给出相应的索引,生成矩阵 D radius 。

步骤 2　 生成初始完整解。
步骤 3　 单次迭代中通过正向传递修改当前解。
步骤 4　 在每次回传开始时,对与每只蜜蜂相

关联的解进行评估和比较。
步骤 5　 如果在第 u + 1 次开始向前传递时,蜜

蜂不想探索它以前的解,那么就需要招募并遵循另

一只蜜蜂的解。
3. 2. 2　 改进的人工蜂群算法

由于目前人工蜂群算法 ( artificial
 

bee
 

colony,
ABC)存在局部搜索能力不足等缺点,学者主要从两

方面改进这一缺点:一是改进人工蜂群算法的搜索

策略;二是将人工蜂群算法与其他启发式算法相结

合来提高算法性能。 Yurtkuran 等 [ 31] 提出的改进人

工蜂群( MABC)算法就是对人工蜂群算法的邻域搜

索策略进行改进后得到的。
由于 ABC 算法是最早用于求解连续优化问题

的,所以在目标函数的计算步骤中可以直接使用实

数编码的解向量 [ 36- 37] 。 为了将其应用于在 k-center
问题中,MABC 算法使用基于随机密钥的编码的方

法将实数编码向量转换为节点排列。 由于中心的个

数受问题的限制,排序后的索引向量的第一个值被

作为中心点。 随后,MABC 算法随机使用不同的搜

索策略来解决原始算法局部搜索能力不强的问题,
利用从候选池中随机选择的搜索方程生成新的邻

域解。
3. 2. 3　 BeeGenP 算法

基于人工蜂群算法存在的缺点,另一种改进策

略是包敏泽等 [ 32] 提出的一种基于人工蜂群算法和

遗传算法的元启发式算法,称为 BeeGenP 算法。
BeeGenP 算法通过完成初始化蜂群、观察蜂选

择蜜源以及侦查蜂搜索新蜜源的规则、解的选择方

式、是否舍弃当前蜜源与判断算法是否结束等操作

完成迭代过程。 但是在采蜜蜂对解的局部搜索过程

中,该算法按照一定概率对当前解进行交叉或变异,
使算法能获得新的局部解。 BeeGenP 算法的主要步

骤如下所示。
步骤 1　 初始化参数,包括种群数量、算法的最

大迭代次数、一个蜜源最大的搜索次数以及交叉和

变异的发生概率。
步骤 2　 初始化蜂群队列,记录历史局部最优

队列,记录当前可搜索蜜源的队列以及步数计数器。
步骤 3　 步数计数器加 1,判断是否达到最大迭

代次数,若达到最大迭代次数,则执行步骤 6,否则

执行步骤 4。
步骤 4　 将当前可搜索蜜源的队列中较优的解

加入到局部最优解的队列中,遍历蜂群队列中的成

员,做交叉或变异运算来获得局部的新解。 若新解

优于旧解,则替换成新解;否则,舍弃新解,并将蜜源

的搜索次数加 1。 将蜂群队列中最好的解加入到局

部最优解的队列中,并舍弃已到达最大搜索次数的

蜜源。 被舍弃的蜜源上的蜜蜂,若转换为观察蜂,则
根据轮盘赌的方式在当前可搜索的蜜源中选择一个

蜜源;若转换为侦察蜂,则根据规则生成新的解。
步骤 5　 根据蜂群队列中蜜蜂所拥有的蜜源更

新可搜索蜜源的队列,转到步骤 3。
步骤 6　 输出历史局部最优队列中的最优解,

迭代结束。
3. 2. 4　 算法对比

针对蜂群优化及其改进算法进行对比,分析出

算法的改进思路及优缺点,具体的算法分析对比如

表 1 所示。

4　 近似算法

对于 k-center 问题,目前所提出的 2-近似算法

都是以类似贪婪的方式运行的 [ 38] ,例如 Shmoys[ 39]

和 Plesník[ 40] 分别独立提出的 2-近似算法 Sh 算法。
与其他近似算法不同,该算法需要对最优解的大小

进行猜测,这是它的一个缺点。 为了消除此缺点带

来的影响,Gonzalez[ 41] 以及 Dyer 等 [ 13] 提出了一个新

的 2-近似算法,可以取消猜测最优解大小的需要。
该算法是一种类似贪婪的最远点算法,在每次迭代

时将最远的顶点添加到解中。 虽然 2-近似算法在

理论上是最好的算法,但在许多特定的情况下实际
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　 　 　 表 1　 蜂群优化及其改进算法对比

Table
 

1　 Comparison
 

of
 

bee
 

colony
 

optimization
 

and
 

its
 

improved
 

algorithms
算法 改进思路 优点 缺点

蜂群优化算法
提出一种基于蜂群算法
的构造性变体

具有较强的竞争力,在短时间内
生成高质量的解

局部搜索能力不强

改进的人工蜂群算法
对人工蜂群算法的邻域
搜索策略进行改进

使用不同的搜索策略改进了蜂
群算法搜索能力不强的缺点

算法执行时间相对较长

BeeGenP 算法
人工蜂群算法与遗传算
法相结合

具有较强的局部搜索能力,而且
更加高效

在大规模 k-center
问题上更加耗时

上是无用的。 为此 Garcia-Diaz 等 [ 42] 提出了一个 3-
近似算法,尽管近似因子为 3,但在一些小的数据集

上,其性能显著优于已知的两种近似算法。 此算法

在一定程度上平衡了近似算法和其他算法的优点,
因为它在多项式时间内运行,保证了解的质量不是

任意的,并且生成的解不仅在理论上接近最优,而且

在实际应用中也具有一定的竞争力。
4. 1　 Sh 算法

Sh 算法是一个复杂度为 O( kn) 的 2-近似算

法,揭示了 k-center 问题的相关结构性质:在适当的

距离上从一组顶点中迭代选择中心,可以保证最优

解的每个中心都接近一个选定的中心,因此,所分配

给每个中心的所有顶点也接近于最优解的一个中

心。 图 2 展示了 Sh 算法工作的一个示例。 Sh 算法

步骤如下。

图 2　 Sh 算法工作示例

Figure
 

2　 Sh
 

algorithm
 

working
 

example

步骤 1 　 猜测最优解的大小 ( 覆盖半径) 作为

输入。
步骤 2　 选择任意顶点 v ∈ V 作为初始中心 c1 。
步骤 3　 在接下来的 k - 1 次迭代中选择距已

选中心的距离大于 2r∗ 的顶点为中心 c i。
Sh 算法由 k 次迭代组成。 在每次迭代中,计算

从每个顶点 v ∈ V 到当前解 C 的距离。 通过比较

d( v,C \ { c i} ) 和 d( v,c i) , 并使每一个 v ∈ V 保持最

小值,可分 O(n) 步进行计算。 因此, Sh 算法的总

体复杂度为 O( kn) 。
4. 2　 Gon 算法

Sh 算法在执行过程中需要猜测解的大小,因

此 Gonzalez[ 41] 和 Dyer 等 [ 13] 引入了 Gon 算法,该算

法在求解 k-center 问题时不需要对解的大小进行

猜测,只需在每次迭代时将最远的顶点添加到解

中。 和 Sh 算 法 一 样, Gon 算 法 的 总 体 复 杂 度 为

O( kn) 。
4. 3　 CDS 算法

CDS 算法 [ 42] 是求解 k-center 问题的复杂度为

O(n4 ) 的 3-近似算法。 尽管具有次优性能,但它在

大量数据集上优于 2-近似算法。 关键支配集过程

利用了输入图 G 的剪枝图 G
r∗ 上的一个最小支配集

实际上是 k-center 问题的解这一原理 [ 43] 。 关键支配

集过程的步骤如下。
步骤 1　 PrunedGraph 子例程构造图 G r = V 和

E r, 其中 E r = E 是成本小于或等于 r 的边的集合;
步骤 2 　 GetInitialScore 子例程评估 G r 中每个

顶点的初始分数,即每个顶点附近的顶点数;
步骤 3　 在接下来的 k 次迭代的每一次迭代

中,算法都会从当前解 C 中选择最远的顶点 f i ;
步骤 4　 从 N( f i) ∪ f i 中选择一个得分最高的

顶点 c i 作为求解的一部分;
步骤 5　 更新每个顶点的分数。
CDS 算法用不同的 r 执行关键支配集过程, r 取

自 O(n2 ) 个值的集合。 关键支配集过程包括 3 个

阶段。 首先,从输入图中去除代价大于 r 的边,构造

剪枝图 G r, 这是在 O(n2 ) 步中完成的。 其次,计算

每个顶点的度,这是在 O(n2 ) 步中完成的。 最后,
在 k 次迭代的循环内执行以下步骤。 在 O(n) 个步

骤中选择最大距离的顶点 f i, 在 O(n) 个步骤中从

N( f i) ∪ f i 中选择具有最大分数的顶点 c i。 对于每

个与 c i 相连的邻居,首次被支配的顶点的邻居的分

数将被减少 1 个单位,这是在 n i ×n 步中完成的,其
中 n i 是 c i 的邻居数(包括 c i ) 减去 C 中的顶点数。
由于上一次迭代时 C 包含先前选择的中心 c j,其中

j<i,所以在最后一次迭代( i = k) 时,n1 +n2 +… +n k =

n。 因此,所有 k 次迭代的总体复杂度是 O(n2 ) 。
由此可得,CDS 算法的总体复杂度是 O ( n4 ) 。
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由于算法的复杂度,CDS 随着输入的增加而变得不

实用,Garcia-Diaz 等 [ 42] 在此基础上提出了复杂度为

O(n2 log
 

n)的更实用的 CDSh 算法,在大多情况下优

于 CDS 算法。 此外在 CDSh 算法的基础上提出了

CDSh+算法,该算法是重复 N 次的 CDSh 算法,每次

选取一个不同的顶点作为初始中心。

5　 各种求解算法对比

5. 1　 精确算法及其改进算法性能对比分析

表 2 为求解 k-center 问题的各种算法的优缺

点。 表 3 给出了 Daskin[ 21] 、Ilhan 等 [ 22] 的算法和 Al-
Khedhairi 等 [ 23] 对前两种算法进行改进后在 OR-
Lib[ 44] 实例和 TSP-Lib[ 45] 实例下求解 k-center 问题

的算法执行时间。 从表 3 中可以看出改进后的算

法在执行时间上大部分优于 Daskin [ 21] 、Ilhan 等 [ 22]

提出的算法。 此外,可以看出精确算法在求解小

规模 k-center 问题上在短时间内可以得到最优解,
　 　

但是随着问题规模的增大,算法的执行时间无法

得到保证。
5. 2　 蜂群优化算法及其改进算法性能对比分析

将 SS 算法、PGASA 算法、MABC 算法的运行时

间、解的质量与 BCOi 算法进行对比分析如表 4 所

示。 其中, 由于 SS 算法仅应用于小规模的问题

(K≤10)上,所以 K>10 的部分在表 4 中不显示。 可

以看出,BCOi 算法在求解时间及解的质量上大都优

于其他算法;而 MABC 算法在解的质量方面优于

BCOi 算法,在算法执行时间上稍慢于 BCOi 算法,却
在大多数实例上的执行时间都优于已知的 SS 算法、
PGASA 算法等。 此外, BCOi 算法不同的参数值会

对算法执行产生不同的影响。 图 3 显示了在实例

Pmed9 中进行 1
 

000 次测试时,增加蜜蜂的数量(B)
和一次迭代中向前(向后) 传递的次数(NC) 对达到

最优解的次数的影响。 从图 3 中可以看出,增加 B
或 NC 的值不能提高 BCOi 的算法效率。

表 2　 求解 k -center 问题的各种算法及优缺点

Table
 

2　 The
 

advantages
 

and
 

disadvantages
 

of
 

various
 

algorithms
 

for
 

solving
 

k -center
 

problems

求解算法 优点 缺点

精确算法 规模较小时在多项式时间内可以得到最优解 效率低,不适用于大规模问题

启发式算法 多项式时间内给出相对最优解 没有理论保证,无法衡量与最优解的关系

元启发式算法 对目前存在的智能优化算法进行改进,给出相对最优解 解的质量无法保证

近似算法 解具有近似比保证,有较大的理论研究价值 实用价值较弱

表 3　 精确算法在不同规模下的执行时间对比分析

Table
 

3　 Comparative
 

analysis
 

of
 

execution
 

time
 

of
 

exact
 

algorithms
 

at
 

different
 

scales

数据集 实例 N K
执行时间 / s

文献[21]方法 文献[22]方法

原始 改进 原始 改进

Pmed1 100 5 2. 99 2. 09 5. 24 4. 05
Pmed5 100 33 2. 07 0. 73 1. 29 1. 49
Pmed9 200 5 7. 41 9. 01 11. 66 13. 53

OR-Lib
Pmed10 200 67 3. 58 2. 57 3. 90 2. 76
Pmed11 300 5 15. 73 16. 25 22. 32 11. 67
Pmed15 300 100 18. 05 4. 40 8. 91 4. 43
Pmed17 400 10 27. 75 27. 06 137. 50 30. 88
Pmed20 400 133 24. 04 9. 30 13. 53 13. 35
pr439 439 40 39. 66 33. 03 35. 04 32. 52
pr439 439 5 53. 13 51. 74 53. 43 53. 08
lin318 318 20 15. 53 14. 49 14. 60 13. 54

TSP-Lib
lin318 318 5 19. 67 22. 06 18. 85 18. 68
d493 493 40 73. 03 79. 97 333. 40 45. 38
d493 493 10 82. 69 82. 25 85. 71 60. 13
d657 657 20 215. 40 255. 80 1047. 50 301. 15
d657 657 5 158. 60 154. 70 117. 80 100. 56
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表 4　 蜂群优化算法及其改进算法的性能对比分析

Table
 

4　 Comparative
 

analysis
 

of
 

the
 

performance
 

of
 

bee
 

colony
 

optimization
 

algorithm
 

and
 

its
 

improved
 

algorithms

实例 N K 最优解
SS PGASA BCOi MABC

时间 / s 最佳解 时间 / s 最佳解 时间 / s 最佳解 时间 / s 最佳解

Pmed1 100 5 127 0. 11 127 1. 66 127 0 127 0. 00 127
Pmed3 100 10 93 0. 49 93 1. 58 93 0 93 0. 09 93
Pmed7 200 10 64 16. 31 64 2. 63 64 0 64 0. 19 64

Pmed10 200 67 20 2. 65 20 0. 03 20 1. 45 20
Pmed11 300 5 59 7. 69 59 4. 50 59 0 59 0. 33 59
Pmed13 300 30 36 4. 59 36 0. 01 37 1. 20 36
Pmed15 300 100 18 4. 52 18 0. 04 18 3. 69 18
Pmed17 400 10 39 10. 49 39 6. 86 40 0. 01 39 0. 96 39
Pmed18 400 40 28 6. 45 30 0. 15 29 1. 63 30
Pmed20 400 133 14 7. 88 14 0. 09 14 4. 33 14
Pmed30 600 200 11 9. 67 11 0. 35 10 4. 98 11

图 3　 BCOi 参数对解的影响

Figure
 

3　 Influence
 

of
 

BCOi
 

parameters
 

on
 

the
 

quality
 

of
 

solutions

5. 3　 近似算法性能对比分析

将近似算法在 OR-Lib 的 Pmed 实例、 TSP-Lib
的 d657、nu3496 等实例上解的质量进行对比分析如

表 5 所示 [ 46] 。 在 OR-Lib 实例中,Gon、Sh 算法的执

行时间可忽略不计,而 CDSh 算法的平均执行时间

为 0. 014
 

s,但是从表 5 中可以看出,在 Pmed 实例上

CDSh 算法解的质量优于其他算法。 在 TSP-Lib 的

d657 等小型实例中,Gon、Sh 算法的执行时间可忽

略不计,
 

CDSh 算法总执行时间为 0. 13
 

s,但是 CD-
Sh 算法在 d657 实例上解的质量优于 Sh、Gon 算法。
在 TSP-Lib 的 nu3496 等大型实例中, Gon、 Sh 算法

　 　
表 5　 近似算法在不同规模下性能对比分析

Table
 

5　 Comparative
 

analysis
 

of
 

performance
 

of
 

approximation
 

algorithm
 

at
 

different
 

scales

数据集 实例 N K 最优解
最佳值

Sh Gon CDSh
Pmed1 100 5 127 167 191 127
Pmed3 100 10 93 141 142 96
Pmed7 200 10 64 89 96 64

Pmed10 200 67 20 28 29 20
Pmed11 300 5 59 68 91 59

OR-Lib Pmed13 300 30 36 52 59 37
Pmed15 300 100 18 24 25 18
Pmed17 400 10 39 56 59 39
Pmed18 400 40 28 41 42 29
Pmed20 400 133 14 18 19 14
Pmed30 600 200 11 12 14 11

d657 657 5 880. 90 1
 

214. 30 1352. 08 880. 90
d657 657 40 249. 51 364. 34 333. 35 278. 35

u1060 1
 

060 20 1
 

580. 79 2139. 81 2
 

192. 22 1
 

698. 71
u1060 1

 

060 100 570. 00 828. 09 720. 92 632. 88
u1060 1

 

060 150 447. 00 699. 52 570. 01 495. 01
TSP-Lib u1979 1

 

979 10 1
 

160. 69 1
 

327. 48 1
 

606. 55 1
 

160. 69
u1979 1

 

979 100 220. 32 320. 15 295. 25 235. 08
u1979 1

 

979 150 152. 02 212. 52 197. 22 164. 56
nu3496 3

 

496 20 519. 08 703. 36 691. 64 566. 66
nu3496 3

 

496 100 194. 36 247. 77 254. 95 222. 36
nu3496 3

 

496 150 149. 07 190. 02 186. 34 169. 96
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的平均执行时间分别为 0. 001、0. 034
 

s,CDSh 算法

的执行时间为 0. 314
 

s,但是从表 5 中可以看出,在
解的质量上 CDSh 算法优于其他算法。

6　 结语

本文对比分析求解 k-center 问题的精确算法、
启发式算法、元启发式算法、近似算法等,总结了各

类算法的优缺点及改进思路,从算法的执行时间、解
的质量等方面进行综述。

指出精确算法在小规模的 k-center 问题上有着

很好的效果,但随着规模增大,变得不再实用。 因此

未来工作中需要提出更好的启发式产生更紧的上

界,进一步加快寻找最优解的过程。 由于启发式算

法和元启发式算法没有理论的保证,解的质量难以

保证,因此需要在求解规模、求解效率等方面进行深

入研究,找到更高效的求解算法。 近似算法求解 k-
center 问题时理论研究价值大于实用价值,因此未

来工作中需要找到不仅理论最优且实用价值更大的

算法,需要继续对 k-center 问题进行深入研究,找到

更加高效的算法求解该问题。
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Performance
 

Optimization
 

of
 

Air-cooled
 

Lithium
 

Battery
 

Pack
 

Thermal
 

Management
 

System
 

with
 

Turbulence
 

Structure

HE
  

Chuang,
 

ZHAO
  

Qinxin,
 

LIANG
  

Zhiyuan
 

( MOE
 

Key
 

Laboratory
 

of
 

Thermo-Fluid
 

Science
 

and
 

Engineering,
 

Xi’ an
 

Jiaotong
 

University,
 

Xi’ an
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China)

Abstract:
  

The
 

design
 

and
 

simulation
 

of
 

a
 

vehicle-mounted
 

air-cooled
 

lithium
 

battery
 

pack
 

for
 

new
 

energy
 

vehicles
 

were
 

presented.
 

Finite
 

element
 

simulation
 

was
 

employed
 

to
 

analyze
 

the
 

thermal
 

management
 

system
 

of
 

the
 

air-cooled
 

lithium
 

battery
 

pack.
 

The
 

results
 

indicated
 

that
 

with
 

an
 

inlet
 

air
 

velocity
 

of
 

2
 

m / s,
 

the
 

maximum
 

temperature
 

differ-
ences

 

for
 

the
 

parallel
 

and
 

serpentine
 

structures
 

were
 

6. 96
 

℃
 

and
 

6. 29
 

℃ ,
 

respectively,
 

with
 

a
 

reduction
 

in
 

the
 

maximum
 

temperature
 

difference
 

for
 

the
 

serpentine
 

structure.
 

Introducing
 

flow
 

baffles
 

to
 

create
 

turbulent
 

structures
 

reduced
 

the
 

maximum
 

temperature
 

difference
 

to
 

5. 69
 

℃
 

compared
 

to
 

the
 

serpentine
 

structure,
 

representing
 

a
 

de-
crease

 

of
 

0. 60
 

℃
 

in
 

the
 

maximum
 

temperature
 

difference.
 

When
 

the
 

inlet
 

air
 

velocity
 

exceeded
 

4
 

m / s,
 

the
 

maxi-
mum

 

temperature
 

difference
 

was
 

below
 

5
 

℃ ,
 

meeting
 

the
 

optimal
 

discharge
 

efficiency
 

of
 

lithium
 

batteries.
 

The
 

bat-
tery

 

pack
 

exhibited
 

optimal
 

cooling
 

performance
 

when
 

the
 

flow
 

baffles
 

were
 

arranged
 

in
 

a
 

symmetric
 

structure,
 

with
 

significantly
 

lower
 

maximum
 

temperature
 

and
 

temperature
 

differences
 

compared
 

to
 

other
 

layout
 

arrangements.
 

Fur-
thermore,

 

the
 

inlet
 

air
 

velocity
 

was
 

positively
 

correlated
 

with
 

the
 

cooling
 

performance
 

of
 

the
 

battery
 

pack.
 

The
 

opti-
mal

 

cooling
 

effect
 

was
 

achieved
 

when
 

the
 

inlet
 

air
 

velocity
 

reached
 

6
 

m / s,
 

after
 

which
 

the
 

change
 

in
 

cooling
 

per-
formance

 

diminished
 

with
 

further
 

increases
 

in
 

inlet
 

air
 

velocity.
 

In
 

conclusion,
 

the
 

designed
 

18650
 

lithium
 

battery
 

pack
 

demonstrated
 

optimal
 

flow
 

disturbance
 

cooling
 

performance
 

with
 

symmetric
 

layout
 

spacing,
 

and
 

controlling
 

the
 

inlet
 

air
 

velocity
 

above
 

4
 

m / s
 

enabled
 

the
 

battery
 

to
 

operate
 

at
 

optimal
 

discharge
 

efficiency.
Keywords:

 

lithium
 

battery;
 

turbulent
 

structure;
 

thermal
 

management;
 

inlet
 

air
 

speed;
 

temperature
 

difference
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The
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Abstract:
   

The
 

k-center
 

problem
 

is
 

fundamental
 

in
 

facility
 

siting,
 

and
 

is
 

also
 

an
 

NP-hard
 

problem
 

with
 

practical
 

ap-
plications

 

in
 

the
 

fields
 

of
 

distribution,
 

emergency
 

services,
 

etc.
 

However,
 

with
 

the
 

expansion
 

of
 

the
 

problem
 

scale,
 

the
 

original
 

algorithms
 

were
 

no
 

longer
 

applicable
 

and
 

should
 

be
 

further
 

optimized
 

or
 

improved.
 

In
 

order
 

to
 

find
 

an
 

efficient
 

algorithm
 

to
 

solve
 

the
 

problem,
 

the
 

existing
 

algorithms
 

were
 

studied.
 

The
 

algorithms
 

for
 

the
 

k-center
 

prob-
lem

 

were
 

classified
 

into
 

exact
 

algorithms,
 

heuristic
 

algorithms,
 

meta-heuristic
 

algorithms,
 

approximation
 

algo-
rithms,

 

etc.
 

The
 

algorithms
 

were
 

compared
 

in
 

terms
 

of
 

their
 

principles,
 

ideas
 

for
 

improvement,
 

performance,
 

accu-
racy,

 

etc.
 

The
 

exact
 

algorithm
 

obtained
 

the
 

optimal
 

solution
 

in
 

polynomial
 

time
 

when
 

solving
 

small-scale
 

k-center
 

problems,
 

but
 

was
 

inefficient
 

and
 

not
 

applicable
 

to
 

large-scale
 

problems.
 

The
 

heuristic
 

algorithm
 

could
 

give
 

the
 

relative
 

optimal
 

solution
 

in
 

polynomial
 

time,
 

but
 

there
 

was
 

no
 

theoretical
 

guarantee
 

to
 

measure
 

the
 

relationship
 

with
 

the
 

most
 

optimal
 

solution.
 

The
 

meta-heuristic
 

algorithm
 

could
 

be
 

improved
 

according
 

to
 

the
 

existing
 

intelligent
 

opti-
mization

 

algorithms
 

to
 

give
 

the
 

relative
 

optimal
 

solution,
 

but
 

the
 

quality
 

of
 

the
 

solution
 

could
 

not
 

be
 

guaranteed.
 

The
 

solution
 

obtained
 

by
 

using
 

the
 

approximation
 

algorithm
 

had
 

the
 

guarantee
 

of
 

the
 

approximation
 

ratio,
 

which
 

was
 

of
 

greater
 

theoretical
 

research
 

value,
 

but
 

the
 

practical
 

value
 

was
 

weaker.
 

At
 

present,
 

the
 

meta-heuristic
 

algorithm
 

for
 

solving
 

the
 

k-center
 

problem
 

achieved
 

certain
 

research
 

results,
 

but
 

there
 

were
 

still
 

breakthroughs
 

in
 

the
 

solution
 

time,
 

solution
 

scale
 

and
 

algorithm
 

efficiency,
 

which
 

could
 

be
 

the
 

focus
 

of
 

the
 

future
 

research
 

on
 

the
 

k-center
 

prob-
lem.
Keywords:

 

k-center
 

problem;
 

exact
 

algorithm;
 

approximation
 

algorithm;
 

bee
 

colony
 

optimization
 

algorithm;
 

genet-
ic

 

algorithm
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